
 

 

เอกสารประกอบการเรียนวิชาคณิตศาสตร์ 3 (ค32101) 

ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 5  ภาคเรียนที่ 1  ปีการศึกษา 2560 

เรื่อง อัตราส่วนตรีโกณมติ ิ

 

 

 

 

 

 

 

ชื่อ-นามสกุล ……………………………………………………………………………………….

ชั้น ม.5 ห้อง………………………..  เลขที่ ………………………….. 

 

โรงเรียนสาธิตมหาวิทยาลัยราชภัฎสวนสุนันทา 



          วิชาคณิตศาสตร์ 3 ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 5 เรื่อง  อัตราส่วนตรีโกณมิติ 

1 
 

อัตราส่วนตรีโกณมิติ (Trigonometry ratios) 

 ความหมายของตรีโกณมิติ  

 ตรีโกณมิติิ หมายถึง วิทยาศาสตร์วิเคราะห์ (Analytic Science) จุดเริม่ต้นของวิชาน้ีเริม่ในศตวรรษที่ 17 

หลงัจากไดพ้ฒันาสญัลกัษณ์ของพีชคณิต  

  ตรีโกณมิติิ หมายถึง เรขาคณิตที่เกี่ยวกับดาราศาสตร์  ซึ่งเกีย่วกับการวัดมุม  

ต้นก าเนิดวิชาน้ีอาจจะข้ึนอยูท่ี่ผลงานของ  ฮิปพาร์คัส (Hipparchus)   

  

 อัตราส่วนรูปสามเหลี่ยม 

  ชาวอียปิต์โบราณท าการวัดฐานของพรีะมิดโดยการแบง่เส้นเชือกออกเป็น 12 ส่วนเท่าๆกัน แล้ว

ท าเชือกใหเ้ป็นปมตรงส่วนที่แบ่งนั้น แล้วดึงให้ตึงเป็นรูปสามเหลี่ยม ด้วยอตัราส่วนของด้าน 3 : 4 : 5 และมุมที่อยู่ 

ตรงข้ามกบัด้านที่ยาวที่สุดจะเป็นมมุฉากเสมอจึงเป็นที่น่าเช่ือได้ว่าทฤษฎีปีทากอรัสเป็นที่รูจ้ักกันมาแพรห่ลายแล้ว 

 ทฤษฎีบทปีทากอรัส  ในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ด้านตรงข้ามมุมฉากยกก าลงัสองมีค่าเท่ากับผลบวกของ

ก าลังสองของอีกสองด้าน 

 พิจารณารูปสามเหลี่ยมมมุฉาก    

    จะได้ว่า   2 2 2a b c    หรือ  2 2c a b    

   a  แทนความยาวของด้านตรงข้ามมุม A   

   b  แทนความยาวของด้านตรงข้ามมุม B  

  c  แทนความยาวของด้านตรงข้ามมุม C  

 

 ด้านชุดท่ีพบบ่อย 

 3,4,5    11,60,61 28,45,53   

 5,12,13  12,35,37  33,56,65  

 7,24,25  13,84,85  36,77,85  

 8,15,17  16,63,65  39,80,89  

 9,40,41 20,21,29  48,55,73  

a   

b   

c   

A   

B   

C   
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    1. อัตราส่วนตรีโกณมิติ (Trigonometric ratio) 

 อัตราส่วนตรีโกณมิติ หมายถึง อัตราส่วนระหว่างความยาวของด้านท้ังสองด้านของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

โดยวิธีการเรียกด้านทั้งสามในรปูสามเหลี่ยมมุมฉาก โดยจะอิงกับ “มุมท่ีสนใจ” 

 เช่น ถ้า สนใจมุม A จะเรียก  ด้านตรงข้ามมุม A ว่า “ข้าม” 

        ด้านประชิดมุม A ว่า “ชิด” 

       ถ้า สนใจมุม B จะเรียก  ด้านตรงข้ามมุม B ว่า “…………………” 

                            ด้านประชิดมุม B  ว่า “…………………” 

 

 

 

 

    สนใจมุม C                    สนใจมุม B   สนใจมุม A 

ตัวอย่างท่ี 1 จงเรียกด้านแต่ละด้านต่อไปนี้เทียบกบัมุมที่ก าหนดให้พร้อมกบัความยาวด้าน 

1) 

     AC   ว่า ด้านตรงข้ามมุมฉาก    ยาว ……………. หน่วย 

     BC   ว่า ด้านตรงข้ามมุม A           ยาว ……………. หน่วย 

     AB   ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

     BC   ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

     AB   ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

 

  

A   

A   

B   B   

C   

C   

A   

B   

C   

b   
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2) 

 PR  ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

 PQ  ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

 RQ  ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

 PQ  ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

 RQ  ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

 

 

3) EF  ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

 DF  ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

 DE  ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

 DF  ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 

 DE  ว่า …………………………………….. ยาว ……………. หน่วย 
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ตัวอย่างท่ี 2  จงหาความยาวด้านที่เหลือ ( x ) ของสามเหลี่ยมมุมฉากต่อไปนี ้

1)        2)  

 

 

 

 

3)         4)  

 

 

 

 

5)        6)     

  

 

 

 

 

7)          8) 

 

 

 

3   
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x   

  

  
  

x   

2   
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3   
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25   

7   
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4   
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บทนิยาม  อัตราส่วนตรีโกณมิต ิ

 sineA  (ไซน์ของมุม A) เขียนย่อว่า sin A  เขียนแทนด้วย 

 นั่นคือ sin A   =  

    

 cosine A  (โคไซน์ของมุม A) เขียนย่อว่า cosA  เขียนแทนด้วย 

 นั่นคือ cosA   =  

    

 tangent A  (แทนเจนต์ของมุม A) เขียนย่อว่า tan A  เขียนแทนด้วย 

 นั่นคือ tan A   =  

      

 อัตราส่วนตรโีกณมิติ sin ,cos และ tan  ที่เป็นอัตราส่วนตรีโกณมิติของมมุภายในรูปสามเหลี่ยม 

นอกจากอัตราส่วนตรีโกณมิติทัง้ 3 ยังมีอัตราส่วนตรีโกณมิต ิ3 อัตราส่วนทีส่ าคัญเช่นกัน ดังนี้ 

 cosecant A  (โคเซแคนต์ของมมุ A) เขียนย่อว่า cosecA  หรือ cscA  เป็นส่วนกลบัของ sin A  

 นั่นคือ cosecA   =      1    เมื่อ  sin A 0  

 secant A  (เซกแคนต์ของมมุ A) เขียนย่อว่า secA  เป็นส่วนกลบัของ cosA  

 นั่นคือ secA       =      1   เมื่อ  cosA 0  

 cotangent A   (โคแทนเจนต์ของมมุ A) เขียนย่อว่า cot A  เป็นส่วนกลบัของ tan A  

 นั่นคือ cot A     =       1  เมื่อ  tan A 0  

  

sin  = ……… 

cos  = ……… 

tan  = ……… 

cosec  = ……… 

sec  = ……… 

cot  = ……… 

ความยาวของด้านตรงข้ามมุม A 

ความยาวด้านตรงข้ามมุมฉาก 

 

ความยาวของด้านประชิดมุม A 

ความยาวด้านตรงข้ามมุมฉาก 

 

ความยาวของด้านตรงข้ามมุม A 

ความยาวของด้านประชิดมุม A 
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ตัวอย่างท่ี 3  สามเหลี่ยม ABC  เป็นรปูสามเหลี่ยมมุมฉากที่มมีุม C  เป็นมุมฉากดังรูป 

วิธีท า จงหา 1)  sin A  = ………………...     cosA    = ……………….. 

       tan A  = ………………...    cosecA   = ……………….. 

   secA  = ………………...    cot A    = ……………….. 

  2)  sin B  = ………………...     cosB    = ……………….. 

       tan B  = ………………...    cosecB    = ……………….. 

   secB  = ………………...    cot B    = ……………….. 

 

ตัวอย่างท่ี 4 รูปสามเหลี่ยม XYZ   มีมุม X  เป็นมุมฉาก ดังรูป 

วิธีท า  จงหา 1)  sin Y  = ………………...     cosY    = ……………….. 

       tan Y  = ………………...    cosecY   = ……………….. 

   secY  = ………………...    cot Y    = ……………….. 

  2)  Zsin  = ………………...     Zcos    = ……………….. 

       Ztan  = ………………...    Zcosec    = ……………….. 

   Zsec  = ………………...    Zcot    = ……………….. 
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ตัวอย่างท่ี 5  รูปสามเหลี่ยม ABC  มีมุม B  เป็นมมุฉาก ถ้า AB  5,  AC  13   จงหา   

วิธีท า      1) sin A  = ………………...   cosA   = ………………..    

      tan A  = ………………...  cosecA   = ……………….. 

      secA  = ………………...    cot A   = ……………….. 

       2) sin C  = ………………...    cosC   = ………………..    

      tan C  = ………………... cosecC   = ……………….. 

      secC  = ………………...    cot C   = ……………….. 

ตัวอย่างท่ี 6  ก าหนดให้ 4
sin A

5
  จงหา cosecA , cosA และ tan A   

วิธีท า 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 7  ก าหนดให้  ABC  มีมุม C  เป็นมมุฉาก ถ้า  cos A 2  จงหา sin B cosA  

วิธีท า 
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 ความสัมพันธใ์นรูปเศษส่วน 

        a
sin A

c
   

        b
cos A

c
  

        a
tan A

b
  

  

  sin A

cos A
  

  cos A

sin A
   

  นั่นคือ     tan A     และ  cot A    

1.2 ก าลังสองของของฟังก์ชั่นตรีโกณมิต ิ

  2(sin A)   เขียนแทนด้วย   2sin A   

  2(cosA)   เขียนแทนด้วย  2cos A   

  2(tan A)   เขียนแทนด้วย  2tan A   

หมายเหต ุ 2(sin A)      2sin A   

  2(cosA)     2cos A  

  2(tan A)     2tan A  

ตัวอย่างท่ี 8  จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC   จงหา  2sin A , 2cos A  และ  2tan A  

วิธีท า  

 

 

 

B   

C   A   

4   

3   

5   

B   

C   A   

a   

b   

c   
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ตัวอย่างท่ี 9 จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC   จงหาค่าของ  2 2 2sin A cos A tan C    

วิธีท า  

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 10  จากรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก ABC    จงหาค่าของ x  จากสมการ 2 2 29
xsin A cos B tan B

13
    

วิธีท า  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1   

3   
10   

A   B   

C   

2   

3   
13   

A   

B   

C   
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1.3 การหาคา่ฟังก์ชั่นตรีโกณโดยก าหนดค่าฟังก์ชัน่ของมมุอ่ืน 

 วิธีการแก้ปัญหา  ท าโดยน าค่าฟังก์ช่ันของมมุนั้นๆมาเขียนสามเหลี่ยมมมุฉากพรอ้มกบัใส่มมุใส่ด้านลงไป

ตามนิยามของฟงัก์ช่ันตรีโกณมิติของสามเหลี่ยมมุมฉากแล้วหาด้านที่เหลอื 

ตัวอย่างท่ี 11 สามเหลี่ยมมุมฉาก  ABC  ใดๆ จงหาค่าฟังก์ชันตรีโกณมิติที่เหลอื 

 1) 3
sin A

5
   

 วิธีท า 

 cosecA   = ………………………… 

 cosA       = …………………………   secA  = ………………………… 

 tan A       = …………………………   cot A  = ………………………… 

 2) 1
tan B

3
   

 วิธีท า 

 cot B       = ………………………… 

 sin B       = …………………………   cosecB  = ………………………… 

 cosB       = …………………………   secB     = ………………………… 

 3) 24
cot C

7
  

          วิธีท า 

 tan C       = ………………………… 

 sin C       = …………………………   cosecC  = ………………………… 

 cosC       = …………………………   secC      = ………………………… 
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ตัวอย่างท่ี 12  สามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ซึ่ง sin A 0.6  จงหาค่าของ 2tan A 3secA   

วิธีท า 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 13  สามเหลี่ยมมมุฉาก ABC  ซึ่ง tan A 3  จงหาค่าของ 2 23sin A 4cos A   

วิธีท า 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 14  สามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ซึ่ง secA 2  จงหาค่าของ 2cot A 3 cosecA  

 วิธีท า 
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Worksheet 1  อัตราส่วนตรีโกณมิต ิ

1.  ก าหนดให้ 8secA 17  จงหา sin A , cosA และ tan A   

 

 

 

 

2.  รูปสามเหลี่ยม ABC  มีมุม C  เป็นมุมฉาก ถ้า cosecA 2  จงหา 

 1) sin B cosA   

 2) cosA cosB   

 

 

 

 

3.  รูปสามเหลี่ยม ABC  มีมุม A   เป็นมุมฉาก ถ้า secC 3  จงหา 

 1) cot B tan C     2) 2sec B     3) cscC

cscB
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4. สามเหลี่ยมมมุฉาก ABC  ซึ่ง  cot A 2.4  จงหาค่าของ 2sin AcosA   

 

 

 

 

 

5. สามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ซึ่ง  5cosA 3  จงหาค่าของ 3tan AcosecA   

 

 

 

 

 

 

6. สามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ซึ่ง  24cosecA 25  จงหาค่าของ 5cot AsecA    
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     2. ค่าฟังก์ชั่นตรีโกณมุมท่ีควรทราบ 

 ค่าฟังก์ช่ันตรีโกณมิติของมุมที่น่าสนใจ มี 30 ,45 และ 60  ซึ่งในสมัยโบราณได้สร้างตารางแสดง

อัตราส่วนของฟังก์ช่ันตรโีกณมิติของสามเหลี่ยมมมุฉากของมุม 30 ,45 และ 60   ไว้ดังนี้ 

รูปสามเหลี่ยม มุม sin A   cosA   tan A   

 

 
 

A   

 
 

 

  

 

 
 

30   

   

 

 
 

45   

   

  
 

60   

   

B   

C   

ฉาก 

ชิด 

ข้าม 

C   

C   

C   

B   

B   

B   

A   

A   

A   

A   

O30   

O45   

O60   

2   
1   

3   

2   

2   

2   

3   

2   

1   
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หาค่าฟังก์ชั่นตรโีกณด้วยหลักมือซา้ย 

 

 

 

 

 

 

 

ตารางแสดงคา่ฟังก์ชั่นตรีโกณมิติของมุม 30 ,45 และ 60  

 

         0          30               45           60      90  
             

      sin A  
 

     

 

     cos A  
 

     

 

    tan A  
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ตัวอย่างท่ี 15 จงหาค่า O O O Ocos30 tan 60 sin30 tan 45    

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 16 จงหาค่า O O O O O(sin 60 )(tan30 )(sec60 ) (cot 45 )(cosec30 )   

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 17  จงหาค่า 2 O 2 O 2 O 2 Osin 45 cos 60 cot 60 sin 30   

วิธีท า 
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ตัวอย่างท่ี 18  จงหาค่า O O O2sin30 cos30 cot 60    

วิธีท า 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 19 จงหาค่า 2 O 2 O 2 Otan 60 4cos 45 3sec 30    

วิธีท า 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 20  จงหาค่า  
2 2 2 2tan 30 cos 60 tan 60 sin 30

6sin 45 cos 45

   

วิธีท า  



          วิชาคณิตศาสตร์ 3 ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 5 เรื่อง  อัตราส่วนตรีโกณมิติ 

18 
 

Worksheet 2 :  ค่าฟังก์ชั่นตรีโกณมมุท่ีควรทราบ 

1. จงหาค่า 2 O O 2 O 2 O 2 O1 1 4
sin 60 sec60 tan 30 sin 45 tan 60

3 2 3
    

 

 

 

 

 

2. จงหาค่า 2 O O O 2 Otan 45 sin 60 tan30 tan 60     

 

 

 

 

 

 

3. จงหาค่า 2 O O 2 O 2 O3
cot 45 cos60 sin 60 cot 60

4
      
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4. จงหาค่า 2 2 2 24 1 1
3tan 30 cos 30 cos 45 sin 60

3 2 3
     

 

 

 

 

 

5.  จงหาค่า 2 2 2 2 21 4
sin 60 sec 60 tan 30 sin 45 tan 60

2 3
     

 

 

 

 

 

6. จงหาค่า 2 2 3 2 44 1 2 2
3tan 60 cos 30 cot 45 sin 60 sec 60

3 2 3 3
      
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7. จงหาค่า 2 2 2 23
cot 30 2cos 60 sec 45 4sin 30

4
     

 

 

 

 

 

 

8. จงหาค่า 
210 7cot 45 4cos60

3cos30 sec60

   

 

 

 

 

 

 

9.  จงหาค่า 2 2 2tan 30 2sin 60 tan 60 tan 45 cos 30     
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3. ค่าฟังก์ชั่นตรีโกณของมุมใดๆ 

 ตารางแสดงคา่ฟังก์ชั่นตรีโกณมิติของมุมระหว่าง 0 องศา ถึง 90 องศา 
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ตัวอย่างท่ี 21 จงหาค่าฟงัก์ชันตรีโกณมิติต่อไปนี้ด้วยการเปดิตารางตรีโกณมิติ 

1) sin 22   = ………………. 2) tan 42   = ………………. 3) cos34   = ………………. 

4) tan 56   = ………………. 5) sin10   = ………………. 6) sin 77   = ………………. 

7) cos 44   = ………………. 8) Otan86   = ………………. 9) Ocos15   = ………………. 

10) Ocos82   = ………………. 11) Otan 5   = ………………. 12) Otan 72   = ………………. 

13) Osin3   = ………………. 14) Osin88   = ………………. 15) Ocos 25   = ………………. 

 จากตารางที่ใหม้ามีเฉพาะฟังก์ช่ัน sin,cos  และ tan  เท่านั้น ถ้าต้องการหา cosec,sec  และ cot   

จึงจะใช้คุณสมบัติการเป็นส่วนกลบักับ ฟังก์ช่ัน sin,cos  และ tan  เข้ามาช่วยหา 

ตัวอย่างท่ี 22 จงหาค่าฟังก์ชันตรโีกณมิติต่อไปนี้ด้วยการเปดิตารางตรีโกณมิติ 

1) cosec22   = ……………….……………….……… 2) Osec43   = ……………….……………….……… 

3) Ocot 72   = ……………….……………….……… 4) Osec65   = ……………….……………….……… 

5) Ocot12   = ……………….……………….……… 6) Ocosec83   = ……………….……………….……… 

7) Osec37   = ……………….……………….……… 8) Ocot16   = ……………….……………….……… 

 

ตัวอย่างท่ี 23  จงหาค่าฟังก์ชันตรีโกณมิติต่อไปนี้ด้วยการเปิดตารางตรีโกณมิติ 

 1) Osin 22.5        2) Otan56.2   
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 3) Ocos 43.5       4) Osec63.4   

 

 

 

 

 

 

 

 

 5) Ocot 33.7        6) Ocosec82.8   
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      4. การหามมุเมื่อทราบค่าอัตราส่วนของฟังก์ชั่นตรีโกณมิติ 

กรณีท่ี 1         มุมท่ีไม่ต้องเปิดตารางฟังก์ชั่นตรีโกณมิต ิ

ตัวอย่างท่ี 24 ก าหนด O O0 x 90   จงหาค่าของมุม x ที่ 

1) 1
sin x x

2
  …………………………  2) 1

cos x x
2

  ………………………… 

3) tan x 3 x  …………………………  4) secx 2 x  ………………………… 

5) 3
cos x x

2
  …………………………  6) 2

cosec x x
3

   ………………………… 

7) 3
sin x x

2
  …………………………  8) 2

sec x x
3

   ………………………… 

9) 2
cosec x x

2
  …………………………         10) 2

cos x x
2

  ………………………… 

 

ตัวอย่างท่ี 25  จงหาค่าของมุม A  ของสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ต่อไปนี้ 

1)    

 

 

 

 

2) 
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3) 

 

 

 

 

 

4) 

 

 

 

 

 

 

5) 
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กรณีท่ี 2         มุมท่ีตอ้งเปิดตารางฟังก์ชั่นตรีโกณมิต ิ

ตัวอย่างท่ี 26  ก าหนด O O0 x 90   จงหาค่าของมุม x ที ่

1)  sin x 0.407       2) cos x 0.934  

 

3)  tan x 2.050       4) sin x 0.616  

 

5)  cos x 0.208       6) tan x 0.105  

 

 

7) sin x 0.430  

 

 

 

 

8) tan x 2.655  
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Worksheet 3: การหามุมเมื่อทราบคา่อัตราส่วนของฟังก์ชั่นตรีโกณมิต ิ

1.  ก าหนด O O0 x 90   จงหาค่าของมมุ x ที ่

1) 2
sin x x

2
  ………………………… 2) cscx 2 x  ………………………… 

3) cot x 1 x  …………………………  4) 2
sec x x

2
  ………………………… 

5) 1
tan x x

3
  …………………………  6) tan x 1 x  ………………………… 

7) cot x 3 x  …………………………  8) 1
cot x x

3
   ………………………… 

2. จงหาค่าของมุม A  ของสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ต่อไปนี ้

1)        

 

 

 

 

 

2)  

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

B   

C   
A   

2 3   

4   
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3)   

 

 

 

 

4)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B   

C   A   

5 2   

5   

B   

C   

A   

16   

8   
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5. การหาดา้นของของด้านสามเหลี่ยมมุมฉาก 

 ในกรณีนี้โจทย์จะก าหนดความยาวของด้านมาหนึง่ด้าน พรอ้มกับมุมหนึ่งมมุที่ไม่ใช่มุมฉาก 

ตัวอย่างท่ี 27 จงหาค่าของ x,  y  หรือ z  ของสามเหลี่ยมมุมฉากตอ่ไปนี ้

1) 

 

 

 

 

2)  

 

 

 

 

3) 

 

 

 

 

 

 

 

  

    

  
  

  
  

  

  

  
  

    

  

  

  

  

B   C   

A   
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4)  

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 25  ถ้ารูปสามเหลี่ยม ABC   มี C  เป็นมุมฉาก ลากเส้นจาก C  มาตั้งฉากกับ AB  ที่จุด D  ด้าน 

AC   และ BC  ยาว 10  และ 12   หน่วยตามล าดับ จงหาค่าของ 

1) sin A   2) cosA      3) tan A       4) sin B  

5) cosB   6) tan B    7) ความยาวของด้าน CD   8) ความยาวของด้าน DB   
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ตัวอย่างท่ี 26  ถ้าสามเหลี่ยม ABC  มีฐาน AB  ยาว 6  หน่วย มุม CBA  เท่ากับ 30  องศา และพื้นที่ของ

สามเหลี่ยม ABC  เท่ากบั 6  ตารางหน่วย แล้วด้าน BC  ยาวเท่าใด 

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 27  ก าหนดรูปสามเหลี่ยมซึง่มีมมุ ABD 30  , มุม ADB 60 แล้วด้าน AC  ตั้งฉากกับด้าน 

BD  โดยที่  BC  ยาว 12  หน่วย จงหาพื้นที่ของสามเหลี่ยม ABD   

วิธีท า 
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Worksheet 4: การหาด้านของของด้านสามเหลีย่มมุมฉาก 

1. จงหาค่าของ x,  y  หรือ z  ของสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ต่อไปนี ้

1)   

 

 

   

2)  

 

 

 

 

3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x   

y   

7   
45   

x   

y   

15   

30   

x   

y   

47   22   
10   
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2.  ให้ ABC  เป็นสามเหลี่ยมมมุฉากโดยมมีุม ABC เป็นมุมฉาก และมมุ CAB  กาง 60  องศา ถ้าผลบวกของ

ความยาวด้าน  AB  กับ AC เท่ากบั 6  หน่วย แล้วด้าน CB  จะยาวเท่ากบัเท่าใด 

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

 

3. ABC  เป็นรูปสามเหลี่ยมที่ A  มีขนาด 70  มุม C  มีขนาด  50  ด้าน AB ยาว 5  เซนติเมตร จาก B  

ลากเส้นตรงลงมาตั้งฉากกับด้าน AC ที่จุด P จงหาความยาวของด้าน BP,BC,AP,PCและ AC   

วิธีท า 
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6.  โคฟังก์ชั่น ( Co - function) 

บทนิยาม  Co function   

 sine   และ  cosine   เป็น cofunction  ซึ่งกันและกัน 

 tangent  และ  cotangent   เป็น cofunction  ซึ่งกันและกัน 

 secant  และ  cosecant    เป็น cofunction  ซึ่งกันและกัน 

จ าง่ายๆดังนี ้

 sin    cos  

 tan    cot   

 sec     cosec   

พิจารณาจากสามเหลี่ยมมุมฉากต่อไปนี ้

 A B   = 90   

       A   = 90 B   

       B   = 90 A  

 

   

และจะได้ว่า 

 sin A  =     cosB  =    cos(90 A)   

 cosA  =     sin B  =    sin (90 A)  

 tan A  =     cot B  =    cot(90 A)  

 

 

 

cof .  

cof .  

cof .  

  

  

  
  

    

A  และ B    เรียกว่า 

เป็นมมุประกอบมุมฉากซึ่งกันและกัน 
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สมบัติของฟังก์ชั่นตรีโกณท่ีเป็น cofunction กัน 

 ถ้า   A B  =  90   แล้ว 

  sin A  =     cosB  และ   sin A     =     cosB  

  tan A  =     cot B  และ   cot A     =     tan B   A B  =  90  

  secA  =     cosecB  และ   cosecA   =     secB  

 

ตัวอย่างท่ี 28  จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 

…………… 1) O Osin32 cos58     …………… 2) O Ocos25 cosec65  

 …………… 3) O Osin18 sec72     …………… 4) O Osin52 cosec38  

…………… 5) O Ocos63 sin 27    …………… 6) O Ocosec24 sec66  

ตัวอย่างท่ี 29 จงหามุม x ที่ O O0 x 90   โดยที ่

1) Osin 26 cos x x    …................    2) Otan17 cot x x   …................ 

3) Ocos34 sin x x    …................  4) Ocot 75 tan x x   …................ 

5) Otan 29 cot x x    …................  6) Ocosec61 secx x   …................ 

ตัวอย่างท่ี 30  จงเติมฟังก์ชันตรโีกณมิติให้ถูกตอ้ง 

1) Osin31  …………… O59     2) Ocosec25  …………… O65  

3) Ocos18  …………… O72    4) Osin53  …………… O37  

5) Ocos69  …………… O21    6) Ocosec26  …………… O64  
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ตัวอย่างท่ี 31  จงหาค่าของ 

1) O Osin 22 cos68       2) O O3(sin19 )(sec71 )  

 

 

 

 

 

3) O O O O Osin 2 sec10 tan 45 cosec80 cos88     

 

 

 

 

 

4) sin 60 sec30 tan 20 tan 70    
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5) O O O O O Otan1 tan 2 tan3 .... tan87 tan88 tan89  

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 32   ถ้า sin(x 40 ) cos20   แล้วจงหาค่า x   

วิธีท า 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 33  ถ้า 0 90    แล้วค่าของ sin sec(90 ) cot cot (90 )         

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 



          วิชาคณิตศาสตร์ 3 ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 5 เรื่อง  อัตราส่วนตรีโกณมิติ 

38 
 

    Worksheet 5 : โคฟังก์ชั่น (Co - function) 

1. จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 

…………… 1) O Otan 22 cot 68     …………… 2) O Ocot 2 tan88  

 …………… 3) O Ocosec42 sec48     …………… 4) O Otan12 tan 78  

…………… 5) O Ocot11 tan 79    …………… 6) O Ocos61 sin19  

2. จงหามมุ x ที่ O O0 x 90   โดยที่ 

1) Ocosec28 secx x    …................   2) Osec48 cosecx x   …................ 

3) Osin 62 cos x x    …................  4) Ocot57 tan x x   …................ 

3.  จงเติมฟงัก์ชันตรีโกณมิติให้ถูกต้อง 

1) Osin 28  …………… O62     2) Ocot88   …………… O65  

3) sec41  …………… O49    4) Otan12  …………… O78  

5) Ocot14  …………… O76    6) Ocos69  …………… O21  

4. จงหาค่าของ 

1) O O5(cos21 )(cosec69 )(cos69 )  

 

 

 

2) cos5 sec15 cot 30 cosec75 sin85      
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3) 6(sin 2 )(tan 22 )(cot 60 )

3(cot 68 )(cos88 )
 

 

 

 

 

 

4) O O O O O Ocot1 cot 2 cot3 .... cot87 cot88 cot89  

 

 

 

 

 

5. ถ้า  O O0 x 90   แล้วค่าของ    sin(90 A) tan(90 A)

sec(90 A) cos A

 



  เท่ากับเท่าใด 
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7. เอกลักษณ์ฟังก์ชั่นตรโีกณมิต ิ

 บทนิยาม เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ หมายถึง สมการตรีโกณที่เป็นจริงทกุมุมใดๆ ทัง้นี้ต้องมีการยกเว้นมมุบาง

มุมภายในสมการอยู่แล้ว  

เอกลักษณ์ตรีโกณมิติท่ีต้องทราบ 

 จากสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ดังรูป พิจารณาค่า 2 2sin A cos A  โดย 

  2 2sin A cos A    = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 เอกลักษณ์ทั้ง 3 ข้อ สรุปได้ดังนี ้

  2 2sin A cos A  = 1   

  2tan A 1  = 2sec A   

  21 cot A  = 2cosec A   
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ตัวอย่างท่ี 34  จงหาค่าของ 

1) 2 2sin 10 cos 10       2) 2 22 sin 70 cos 70   

 

 

 

 

 

3) 2 2sin 20 sin 70       4) 2 21 cos 47 cos 43   

 

 

 

 

 

 

5)  2 2 2 2 2 2sin 1 sin 2 sin 3 .... sin 87 sin 88 sin 89       
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ตัวอย่างท่ี 35 จากสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ที่มี C  เป็นมุมฉาก ถ้า 4
sin A

5
  แล้วจงหาค่าของ cosA, tan A   

วิธีท า 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 36   ถ้า   เป็นมุมแหลม และ 3cot 4   แล้วจงหาค่าของ 10sin 6cos

4sin 3cos

 

 
  

วิธีท า 
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Worksheet 6 เอกลักษณ์ฟังก์ชั่นตรโีกณมิต ิ

1. จงหาค่าของ 

1) 2 2sec 56 tan 56       2) 2 22 cot 35 sec 55   

 

 

 

 

 

 

 

 

3) 2 2cosec 73 cot 73       4) 2 21 sec 31 cot 59   
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5)  2 2 2 2 2 2cos 1 cos 2 cos 3 .... cos 87 cos 88 cos 89       

 

 

 

 

 

 

 

 

2. ก าหนด    เป็นมุมแหลม ถ้า cosec cot 5     แล้วจงหาค่าของ cos   
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8. การประยุกต์อัตราส่วนตรีโกณมิต ิ

 การประยุกต์อัตราส่วนตรีโกณมิติมาแก้ปัญหาในเรื่องของระยะทางและความสูงต้องใช้นิยามของฟงัก์ช่ัน

อัตราส่วนตรโีกณมิติในเทอมของรปูสามเหลี่ยมมุมฉากเข้ามาแก้ โดยต้องเข้าใจเกี่ยวกับการวัดมุมซึ่งจะมีการใช้  

มุมก้ม (angle of depression) และมุมเงย (angle of elevation) ซึ่งมีความหมายดังนี ้

 มุมก้มและมมุเงย เป็นการวัดมุมโดยมีด้านเริม่ต้นของมมุอยูท่ี่เส้นระดบัสายตา (แนวนอน) ไปยังเส้นที่เกิด

จากสายตามองไปยงัวัตถุที่  

  

 ถ้าวัตถุอยู่เหนือเส้นระดบัสายตา เราจะเรียกว่า มุมเงย  

 ถ้าวัตถุอยู่ใต้เส้นระดับสายตา     เราจะเรียกว่า มุมก้ม 

 

 

หลักในการแก้ปัญหา  เมือ่อ่านโจทย์และวาดรูปตามโจทยซ์ึง่มีโครงร่างเป็นสามเหลี่ยมพร้อมกับใส่มมุและด้านที่

โจทย์ก าหนดมา สมมุติสิง่ที่โจทย์ต้องการเป็นตัวแปรสร้างสมการทีม่ีตัวแปรนั้นโดยใช้อัตราส่วนตรโีกณในการช่วย

สร้างสมการ 

ข้อตกลง 1. พื้นดินหรือพื้นน้ าให้ถือว่าเป็นแนวราบทั้งสิ้น ขนานกับแนวระดับสายตา 

  2. ถ้าโจทย์ไม่ก าหนดความสูงของผูส้ังเกตมาให้ ให้ถือว่าความสูงของผูส้ังเกตเป็นศูนย์ 

   และแนวระดับสายตาก็คือแนวพื้นดินหรือพื้นน้ านีเ่อง 

ตัวอย่างท่ี 37 เอมอรยืนห่างจากตึกแหง่หนึ่ง 150  เมตร เมื่อมองข้ึนไปบนยอดตึกเป็นมุมเงยขนาด 36  องศา 

อยากทราบว่า ตึกนี้สูงประมาณกี่เมตร โดยไม่ต้องคิดความสงูของเอมอร 

วิธีท า 
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ตัวอย่างท่ี 38 หนึ่งยืนอยู่บนฝัง่แม่น้ าและอยากทราบว่า แมน่้ าช่วงนี้กว้างเท่าใด จึงใช้ต้นไม้ที่อยูบ่นฝัง่ตรงข้ามของ

แม่น้ า (จุดC )เป็นจุดสังเกต แล้วจงึเดินจากจุด B ซึ่งอยู่ตรงข้ามกบัต้นไม้ไปตามแนวฝั่งแม่น้ าถึงจุด A จะได้  

ABC  เป็นรปูสามเหลี่ยมมุมฉากทีม่ีมุม B  เป็นมุมฉาก AB  ยาว 50  เมตร และมุม CAB  มีขนาด 25 องศา 

อยากทราบว่า แม่น้ ากว้างกี่เมตร 

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

 

 ตัวอย่างท่ี 39  นาวินยืนอยู่บนหน้าผาแหง่หนึง่ ซึ่งสูงจากระดับน้ าทะเล 48.30  เมตร เมื่อเขามองลงไปยังเรือล า

หนึ่ง โดยมุมที่แนวสายตาท ากบัแนวเส้นระดับเป็นมุมกม้มีขนาด 60  องศา ถ้าตาของนาวินสูงจากพื้นของหน้าผา 

1.70  เมตร เรอืล าน้ีอยูห่่างจากเชิงหน้าผาประมาณกีเ่มตร 

วิธีท า 
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ตัวอย่างท่ี 40  นักท่องเที่ยวคนหนึ่งยืนอยูบ่นประภาคารสังเกตเห็นเรือสองล าจอดอยู่ในทะเลทางทิศตะวันออก

ของประภาคารในแนวเส้นตรงเดียวกัน โดยท ามุมกม้ขนาด 30  องศาและ 60  องศากับแนวระดับ ประภาคาร

แห่งนี้อยูสู่งจากระดับน้ าทะเลประมาณเท่าใด ถ้าเรือทัง้สองล าอยู่ห่างกัน 200  เมตร 

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 41  เมื่อดวงอาทิตย์ท ามุม 30  กับแนวระนาบแล้ว ตึกสูง 150  เมตร จะทอดยาวเท่าใด 

วิธีท า 
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ตัวอย่างท่ี 42 รถสองคันจอดอยูห่่างกัน 60  เมตร และจอดอยูใ่นแนวเส้นตรงกับตึก คนในรถแต่ละคันมองยอด

ตึกเป็นมมุเงย 45  กับ 30 ตามล าดับ จงหาว่า 

 1. รถคันที่จอดอยู่ใกล้ตึก อยู่ห่างจากตึกเท่าไร 

 2. ความสูงของตึกเป็นเท่าไร 

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 43 นายณัฐดนัยอยู่ยอดประภาคารแห่งหนึ่งซึ่งสงู 120  เมตร จากระดับน้ าทะเล ถ้ามองออกไปทีเ่รอื 2 

ล าในทะเลทีอ่ยู่ในแนวเดียวกันกับประภาคารพบว่าเป็นมุมกม้ 30  กับ  60  ตามล าดับ จงหาระยะห่างระหว่าง

เรือทั้งสองล า 

วิธีท า 
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ตัวอย่างท่ี 44 เด็กหญิงบีมยืนอยูห่่างจากตึกหลงัหนึ่ง 18 เมตร มองเห็นยอดตึกและเสาอากาศซึ่งอยูบ่นยอดตึก

เป็นมมุเงย30  กับ  60 ตามล าดับ จงหาความสูงของเสาอากาศ 

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 45 ก้านยาวยืนอยู่บนดาดฟ้าของตึก 15  ช้ันหลังหนึง่ เขามองเห็นป้อมยาวที่อยูท่างทิศตะวันออกของ

ตึกเป็นมมุก้ม 60  และมองเห็นรถบรรทุกคันหนึง่จอดอยูท่างทศิใต้ของป้อมยามนั้นเป็นก้ม  30  อยากทราบว่า

รถบรรทุกอยู่ห่างจากป้อมยามเท่าไร ถ้าตึกหลงันั้นสงูช้ันละ 4  เมตร 

วิธีท า 
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