
๑ 
 

ค ำอธิบำยรำยวิชำเพ่ิมเติม 
 

รหัส ค ๓๒๒๐๒ ชื่อวิชำ คณิตศำสตร์เพ่ิมเติม  ๓          กลุ่มสำระกำรเรยีนรู้คณิตศำสตร์     
ชั้นมัธยมศึกษำปีท่ี ๕ ภำคเรียนท่ี ๑          เวลำ ๖๐ ชั่วโมง  จ ำนวน ๑.๕ หน่วยกิต  

 
ศึกษาฟังก์ชันเอกซ์โพแนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม กราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพแนนเชียลและ

ฟังก์ชันลอการิทึม การค านวณค่าโดยประมาณโดยใช้ลอการิทึม การเปลี่ยนฐานของลอการิทึม  การแก้สมการ
เอกซ์โพแนนเชียลและสมการลอการีทึม  และการประยุกต์ของฟังก์ชันเอกซ์โพแนนเชียลและฟังก์ชัน
ลอการิทึม  ฟังก์ชันตรีโกณมิติและการประยุกต์  ฟังก์ชันไซน์และโคโซน์ ค่าของฟัง ก์ชันไซน์และโคไซน์  
ฟังก์ชันตรีโกณมิติอื่น ๆ  ฟังก์ชันตรีโกณมิติของมุม  ฟังก์ชันตรีโกณมิติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก  การใช้
ตารางค่าฟังก์ชันตรีโกณมิติ  กราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติ  ฟังก์ชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลต่างของ
จ านวนจริงหรือมุม  ฟังก์ชันตรีโกณมิติของสองเท่า  สามเท่า  และครึ่งหนึ่งของจ านวนจริงหรือมุม  
ความสัมพันธ์ระหว่างผลบวก  ผลต่าง  และผลคูณของฟังก์ชันตรีโกณมิติ  ตัวผกผันของฟังก์ชันตรีโกณมิติ   
เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ  กฎของไซน์และโคไซน์  และการหาระยะทางและความสูง    เวกเตอร์ใน
สามมิติ  เวกเตอร์ เวกเตอร์ในระบบพิกัดฉาก  การบวกและการลบเวกเตอร์ การคูณเวกเตอร์ด้วยสเกลาร์ ผล
คูณเชิง สเกลาร์ และผลคูณเชิงเวกเตอร์ 

โดยใช้ทักษะกระบวนการทางคณิตศาสตร์ วิธีการที่หลากหลาย เทคโนโลยีในการแก้ปัญหาใน
สถานการณ์ต่าง ๆ  ให้เหตุผลประกอบการสรุป โดยใช้ภาษาและสัญลักษณ์ทางคณิตศาสตร์ในการสื่อสาร และ
น าเสนออย่างถูกต้อง ชัดเจน เช่ือมโยงความรู้ในคณิตศาสตร์และศาสตร์อื่น ๆ น าประสบการณ์ด้านความรู้ 
ความคิด ทักษะกระบวนการไปใช้ในการเรียนรู้ และใช้ในชีวิตประจ าวันอย่างสร้างสรรค์  

เพื่อเห็นคุณค่าของคณิตศาสตร์ ท างานอย่างเป็นระบบระเบียบ รอบคอบ คิดอย่างมีวิจารณญาณ และ
ทักษะการแก้ปัญหา ทักษะการคิดเชิงสรรค์สร้างนวัตกรรม ทักษะในการสื่อสาร ทักษะชีวิต 
 
ผลกำรเรียนรู้ 

๑. มีความคิดรวบยอดเกี่ยวกบัฟังก์ชันเอกซ์โพแนนเชียลและฟงัก์ชันลอการิทมึ และเขียนกราฟของ
ฟังก์ชันที่ก าหนดให้ได ้

๒. น าความรู้เกี่ยวกับฟังก์ชันเอกซ์โพแนนเชียลและฟงัก์ชันลอการิทึม ไปใช้แก้ปญัหาได้ 
๓. มีความคิดรวบยอดเกี่ยวกบัฟังก์ชันตรีโกณมิติและเขียนกราฟของฟังก์ชันที่ก าหนดให้ได้ 
๔. น าความรู้เรื่องฟังก์ชันตรีโกณมิติและการประยุกต์ไปใช้แกป้ญัหาได้ 
๕. มีความคิดรวบยอดเกี่ยวกบัเวกเตอร์ในสามมิต ิ
๖. หาผลบวกและลบเวกเตอร์   การคูณเวกเตอร์ด้วยสเกลาร์ ผลคูณเชิงสเกลาร์ และผลคูณเชิง

เวกเตอร์ได้ 
๗. หาขนาดและทิศทางของเวกเตอร์ที่ก าหนดให้ได ้

รวม   ๗  ผลกำรเรียนรู้ 
 



๒ 
 

โครงสร้ำงรำยวิชำ คณิตศำสตร์เพิ่มเติม ๓ 
รหัสวิชำ ค ๓๒๒๐๒ ชื่อวิชำ คณิตศำสตร์เพิ่มเติม ๓                         ชั้นมัธยมศึกษำปีที่  ๔  ภำคเรียนที่  ๑    
เวลำ  ๖๐  ชั่วโมง                          คะแนนเต็ม  ๑๐๐  คะแนน 
 

หน่วยกำร
เรียนรู้ที่ 

ผลกำรเรียนรู้ สำระส ำคัญ 
ชื่อหน่วย 
กำรเรียนรู้ 

เวลำ 
(ชั่วโมง) 

น้ ำหนกั 
คะแนน 

๑ 
 
 
 

-มีความคิดรวบยอด
เก่ียวกับฟังก์ชันเอกซ์
โพแนนเชียลและฟังก์ชัน
ลอการิทึม และเขียนกราฟ
ของฟังก์ชันที่ก าหนดให้ได้ 
-น าความรู้เก่ียวกับฟังก์ชัน
เอกซ์โพแนนเชียลและ
ฟังก์ชันลอการิทึม ไปใช้
แก้ปัญหาได้ 
 

- ฟังก์ชันเอกซ์โพแนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม  
บทนิยาม   ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล คือ ฟังก์ชันที่
อยู่ในรูป 

 ( , ) | , 0 , 1xf x y R R y a a a     

 บทนิยาม ฟังก์ชันลอการิทึม  คือ  

  1,0,log/,   aaxyRRyxf a

  ซ่ึงเป็นฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 

- กราฟของฟังก์ชัน  
- การค านวณค่าโดยประมาณโดยใช้ลอการิทึม  
การหาค่าลอการิทึมสามัญของจ านวนจริงบวก  N  
โดยที่  101  N  โดยใช้ตารางลอการิทึม   สิ่งที่
ควรทราบจากตาราง 
1.   ค่าลอการิทึมที่ปรากฏในตารางเป็นค่าประมาณที่
อยู่ในรูปทศนิยม  4  ต าแหน่ง 
2.   ตารางลอการิทึมที่ก าหนดให้  จะแสดงค่า
ลอการิทึมสามัญของจ านวน (N)  ที่มีทศนิยม 2 
ต าแหน่งและมีขอบเขตตั้งแต่  1.00 – 9.99   เท่าน้ัน 
3.   แสดงว่าเราสามารถหาค่าลอการิทึมสามัญของ
จ านวน (N)  ที่มีทศนิยม  2  ต าแหน่ง  และมี
ขอบเขตตั้งแต่  1.00 – 9.99   จากตารางได้ทันที   
เช่น   34.1log =  …………… 

4.   ถ้าเราต้องการหาค่าลอการิทึมสามัญของจ านวน  
(N) ที่มีทศนิยมมากกว่า  2  ต าแหน่ง  และมีขอบเขต
ตั้งแต่  1.00 – 9.99  จะหาจากตารางโดยตรงไม่ได้  
เช่น  N = 1.437   จะพบว่า   1.43 < 1.437 < 1.44 
 
 
 
 
 
 
 
 

ฟังก์ชันเอกซ์
โพแนนเชียล
และฟังก์ชัน
ลอการิทึม 

 

๑๔ ๑๕ 
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หน่วยกำร
เรียนรู้ที่ 

ผลกำรเรียนรู้ สำระส ำคัญ 
ชื่อหน่วย 
กำรเรียนรู้ 

เวลำ 
(ชั่วโมง) 

น้ ำหนกั 
คะแนน 

๑ 
(ต่อ) 

 - การเปลี่ยนฐานของลอการิทึม  
เป็นการเปลี่ยนฐานลอการิทึมจากฐานหน่ึงไปเป็นอีก
ฐานหน่ึง จากทฤษฏี 
ถ้า 1,0,1,0  bbaa  และ 0x  

 แล้ว 
a

x
x

b

b
a

log

log
log   

- การแก้สมการและอสมการ  
     หลักทั่วไปของกำรแก้อสมกำร 
    ใช้ความรู้เก่ียวกับฟังก์ชันเพิ่มและฟังก์ชันลดของ
ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 

1. ถ้า 1a    แล้ว x ya a   
ก็ต่อเม่ือ  x y  

2. ถ้า 0 1a     แล้ว  x ya a   
 ก็ต่อเม่ือ  yx     

- การประยุกต์ 
การน าความรู้เรื่องฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล และ
ฟังก์ชันลอการิทึมไปประยุกต์ใช้ในสาขาวิชาอ่ืน ๆ   
ได้แก่ 

กำรเติบโตของประชำกร  ณ  เวลาหน่ึงในกรณีที่การ
เพิ่มไม่ได้เป็นไปอย่างต่อเน่ืองตลอดเวลา   

มีสูตรดังน้ี    trntn  10
 

กำรสลำยตัวของสำรกัมมันตภำพรังสี  ที่มีครึ่งชีวิต
เท่ากับ  h  ปริมาณสารที่เหลืออยู่  มีสูตรดังน้ี 

  rtemtm  0  

กำรวัดระดับควำมเข้มเสียง  เป็นการวัดความเข้มเสียง
โดยเทียบกับความเข้มเสียงที่หูคนปกติเริ่ม 
ได้ยินเป็นเกณฑ์อ้างอิง  ระดับความเข้มเสียง  มีสูตร
ดังน้ี 

0

log10
I

I
   

ระดับควำมเป็น กรด – ด่ำง  ของสำรละลำย   มีสูตร
ดังน้ี 

  HpH log  
 
 
 
 
 

   



๔ 
 

หน่วยกำร
เรียนรู้ที่ 

ผลกำรเรียนรู้ สำระส ำคัญ 
ชื่อหน่วย 
กำรเรียนรู้ 

เวลำ 
(ชั่วโมง) 

น้ ำหนกั 
คะแนน 

๒ -มีความคิดรวบยอด
เก่ียวกับฟังก์ชันตรีโกณมิติ
และเขียนกราฟของฟังก์ชัน
ที่ก าหนดให้ได้ 
-น าความรู้เรื่องฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติและการ
ประยุกต์ไปใช้แก้ปัญหาได้ 
 

- ฟังก์ชันไซน์และโคโซน์  
บทนิยาม   วงกลมหน่ึงหน่วย  หมายถึง  วงกลมที่มี
จุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดก าเนิด (origin) และมีรัศมียาว
เท่ากับ 1 หน่วย วงกลมน้ีเป็นกราฟของความสัมพันธ์  

      { (x,y)  R ×R | x2 +  y2 = 1 }ก าหนดจ านวนจริง  (ที
ตา) ถ้า (x, y) เป็นจุดปลายส่วนโค้งที่วัดจากจุก (1,0)  
ยาว || หน่วย 

1. ถ้า  > 0 จะวัดส่วนโค้งจากจุด  (1,0)  ไป
ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

2. ถ้า   0 จะวัดส่วนโค้งจากจุด  (1,0)  ไป
ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

- ค่าของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์   
พิจารณาจากคู่อันดับซ่ึงเป็นจุดปลายส่วนโค้งของ
วงกลมหน่ึงหน่วยซ่ึงเริ่มต้นจากจุด (1, 0) และยาว || 

หน่วย โดยที่  แทนจ านวนจริงใดๆ  

- ฟังก์ชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ  
บทนิยาม  ส าหรับจ านวนจริง  ใดๆ  

tangent    = 




cos

sin      เม่ือ cos  ≠ 0 

secant    = 
cos

1        เม่ือ cos  ≠ 0 

cosecant    = 
esin

1 เม่ือ sin  ≠ 0 

cotagent    = 




sin

cos   เม่ือ sin  ≠0 

- การใช้ตารางและกราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
- ฟังก์ชันตรีโกณมิติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก  
- ฟังก์ชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลต่างของจ านวน

จริงหรือมุม   
ให้ A  และ B  เป็นจ านวนจริงหรือมุมใดๆ 

  BABABA sincoscossinsin 

  BABABA sincoscossinsin   
  BABABA sinsincoscoscos 

  BABABA sinsincoscoscos   
 
 
 
 

 

ฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

๑๔.๕ ๑๕ 
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หน่วยกำร
เรียนรู้ที่ 

ผลกำรเรียนรู้ สำระส ำคัญ 
ชื่อหน่วย 
กำรเรียนรู้ 

เวลำ 
(ชั่วโมง) 

น้ ำหนกั 
คะแนน 

๒ 
(ต่อ) 

  
BA

BA
BA

tantan1

tantan
tan




  

 
BA

BA
BA

tantan1

tantan
tan




  

 
AB

BA
BA

cotcot

1cotcot
cot




  

 
AB

BA
BA

cotcot

1cotcot
cot




  

- ตัวผกผันของฟังก์ชันตรีโกณมิติ    
- เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ   
หมายถึง  สมการตรีโกณมิติที่เป็นจริงเสมอ  ไม่ว่าจะ
แทนที่ตัวแปรด้วยจ านวนจริงใดๆ  ก็ตาม  โดยการ
แทนที่ตัวแปรด้วยจ านวนจริงน้ันจะต้องท าให้แต่ละ
พจน์มีความหมายด้วย 

การพิสูจน์เอกลักษณ์  หมายถึง  การพิสูจน์ให้เห็น
จริงว่า  กลุ่มพจน์ทางด้านซ้ายมือและขวามือ  ของ
เครื่องหมายเท่ากับ  เท่ากันเสมอ  ในทุกๆ ค่าตัวแปร 

- กฎของไซน์และโคไซน์   
กฎของไซน์ (The Law of Sine) 
ในรูปสามเหลี่ยม ABC  ใดๆ  ถ้า a, b และ c  เป็น
ความยาวของด้านตรงข้ามมุม  A, B และ C 
ตามล าดับ แล้วจะได้ความส าพันธ์ดังน้ี 

 
a

Asin    =    
b

Bsin    =   
c

Csin  

หรือ 
A

a

sin
   =    

B

b

sin
   =   

C

c

sin
 

กฎของโคไซน์ (The Law of Cosine) 
ในรูปสามเหลี่ยม ABC  ใดๆ  ถ้า a, b และ c  เป็น
ความยาวของด้านตรงข้ามมุม  A, B และ C 
ตามล าดับ แล้วจะได้ความสัมพันธ์ดังน้ี 
 a2 =  b2+ c2- 2b . c . cosA 
 b2 = c2 + a2 – 2c .a . cosB 
- การหาระยะทางและความสูง 

   

 
 
 
 
 



๖ 
 

หน่วยกำร
เรียนรู้ที่ 

ผลกำรเรียนรู้ สำระส ำคัญ 
ชื่อหน่วย 
กำรเรียนรู้ 

เวลำ 
(ชั่วโมง) 

น้ ำหนกั 
คะแนน 

สอบกลาง
ภาค 

-น าความรู้เก่ียวกับฟังก์ชัน
เอกซ์โพแนนเชียลและ
ฟังก์ชันลอการิทึม ไปใช้
แก้ปัญหาได้ 
-มีความคิดรวบยอด
เก่ียวกับฟังก์ชันตรีโกณมิติ
และเขียนกราฟของฟังก์ชัน
ที่ก าหนดให้ได้ 

-ฟังก์ชันเอกซ์โพแนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม 
-ฟังก์ชันตรีโกณมิติ 

- ๑.๕ ๒๐ 

๓ -มีความคิดรวบยอด
เก่ียวกับเวกเตอร์ในสามมิติ   
-หาผลบวกและลบ
เวกเตอร์   การคูณ
เวกเตอร์ด้วย 
สเกลาร์ ผลคูณเชิงสเกลาร์ 
และผลคูณเชิงเวกเตอร์ได้ 
-หาขนาดและทิศทางของ
เวกเตอร์ที่ก าหนดให้ได้ 

- - เวกเตอร์  คือ ปริมาณที่มีแต่ขนาดเพียงอย่างเดียว 
เรียกว่า ปริมาณสเกลาร์ ส่วนปริมาณที่มีทั้งขนาดและ
ทิศทาง เรียกว่า ปริมาณเวกเตอร์ หรือเรียกว่า 
เวกเตอร์   
     เวกเตอร์หน่ึงหน่วย หมายถึงเวกเตอร์ที่มีขนาด
หน่ึงหน่วยและมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร์น้ันๆ   ให้   
a  เป็นเวกเตอร์หน่ึงหน่วยของเวกเตอร์  A  จะมี
ทิศทางเดียวกันหรือขนานกัน 

- เวกเตอร์ในระบบพิกัดฉาก   
เวกเตอร์ในระบบพิกัดฉากสองมิติ  

   นิยาม เวกเตอร์ในต าแหน่งมาตรฐาน   OA   คือ
เวกเตอร์ที่มีจุดเริ่มต้นที่จุด  O(0,0) และสิ้นสุดที่
A(a,b)  

เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  OA   =  








b

a
 

.เวกเตอร์ใดๆในระนาบแกนมุมฉาก 
ก าหนดให้ P(x1,y1) และ Q(x2,y2)เป็นจุดใดๆใน
ระนาบแกนมุมฉาก 

แล้ว PQ  = 
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  และQP =
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          PQ = - QP         

 
 
 
 
 

เวกเตอร์ใน 
สามมิติ 

๒๘.๕ ๓๐ 



๗ 
 

หน่วยกำร
เรียนรู้ที่ 

ผลกำรเรียนรู้ สำระส ำคัญ 
ชื่อหน่วย 
กำรเรียนรู้ 

เวลำ 
(ชั่วโมง) 

น้ ำหนกั 
คะแนน 

๓ 
(ต่อ) 

 
PQ  = 
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b

a
  

เม่ือ a=x2 –x1 ,b= y2 – y1 

เวกเตอร์ในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

       นิยาม ให้ x,y,z เป็นจ านวนจริง เรียก
















z

y

x
ว่า

เวกเตอร์ในปริภูมิสามมิติหรือเวกเตอร์ในสามมิติ 
เรียกสั้น ๆว่าเวกเตอร์   ซ่ึงมีจุดเริ่มต้นที่จุดก าเนิด
และจุดสิ้นสุดที่ (x,y,z) 
เวกเตอร์ในระนาบสามมิติ 
นิยาม ให้ A ( x1,y1,z1)  และ B (x2,y2,z2)                                                                

แล้ว AB  = 
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- การบวกและการลบเวกเตอร์  
  การบวกเวกเตอร์ใดๆบนระนาบ  

   ก าหนดให้ u  = AB    และ  v  = BC    
ผลบวกของ u   + v  เป็นเวกเตอร์ที่มีจุดเริ่มต้น  ที่
จุด  A  และมีจุดสิ้นสุดที่จุด  C  น่ันคือ 

u   + v  = AB +BC = AC  
     การลบเวกเตอร์ใดๆในระนาบเดียวกัน คือการ
บวกเวกเตอร์ตัวตั้งด้วยนิเสธของเวกเตอร์ตัวลบ 

     ก าหนดให้ u และ v เป็นเวกเตอร์ใดๆในระนาบ  

ผลลบของเวกเตอร์u กับ v เขียนแทนด้วย u -v  

โดยที่         u -v =u +(-v )  เช่น

 ABAB AB + (- AB ) = AB +BA = oAA   

- การคูณเวกเตอร์ด้วยสเกลาร์  
นิยาม ให้ a เป็นจ านวนจริงและ u   เป็นเวกเตอร์ ผลคูณ

ระหว่าง a และ u  เขียนแทนด้วย au  โดยที่ 

1. ถ้า a = o หรือ u  = o   แล้ว au  =  o  
 

 

 

   



๘ 
 

หน่วยกำร
เรียนรู้ที่ 

ผลกำรเรียนรู้ 
สำระส ำคัญ 

ชื่อหน่วย 
กำรเรียนรู้ 

เวลำ 
(ชั่วโมง) 

น้ ำหนกั 
คะแนน 

๓ 
(ต่อ) 

 2. ถ้า a > o แล้ว au  เป็นเวกเตอร์ที่มีทิศทางเดียว 

กับ u  และ ua  =  a u  

3. ถ้า a < o แล้ว au  เป็นเวกเตอร์ที่มีทิศทางตรงกันข้าม

กับ u  และ  ua   = a u  

ถ้า u  และ v  มีทิศทางเดียวกัน  v         u       

และ u  = 
2

3  v  แล้ว u = 
2

3
v  เรียก 

2

3
v   

ว่าผล คูณระหว่างสเกลาร์  คือ 
2

3  กับ  v  

- ผลคูณเชิงสเกลาร์ และผลคูณเชิงเวกเตอร์ 
ผลคูณเชิงสเกลาร์ 

ให้                                       

                และ         

           เป็นเวกเตอร์ใดๆในปริภูมิสามมิติ แล้ว 

ผลคูณ             เรียกว่า ผลคูณเชิงสเกลาร์
ของสามมิติ 

ผลคูณเชิงเวกเตอร์ 

บทนิยาม ให้     =            และ        = 
           เป็นเวกเตอร์ใด ๆ ในปริภูมิสามมิติ 

แล้วผลคูณเชิงเวกเตอร์ของ    และ     หรือผลคูณ

ไขว้ เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์         

   

สอบปลาย
ภาค 

-มีความคิดรวบยอด
เก่ียวกับเวกเตอร์ในสามมิติ   
-หาผลบวกและลบเวกเตอร์   
การคูณเวกเตอร์ด้วยส
เกลาร์ ผลคูณเชิงสเกลาร์ 
และผลคูณเชิงเวกเตอร์ได้ 
-หาขนาดและทิศทางของ
เวกเตอร์ที่ ก าหนดให้ได้ 

-เวกเตอร์ในสามมิติ - ๑.๕ ๒๐ 

รวม ๖๐ ๑๐๐ 

 
 


